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Resumen. La nueva derivada de Caputo está definida mediante un operador integral con núcleo regular,
(M. Caputo and M. Fabrizio, Nat Sc Pub Cor, Prog in Frac Diff and App, (1): 73-85, (2015)). En este
trabajo, continuación de (M. Troparevsky et. al., Asoc Arg Mec Comp, 3383-3394, (2016)), resolvemos
aproximadamente el problema inverso que consiste en el cálculo de una función de la cual se conoce
esta nueva derivada fraccionaria. Para calcular aproximadamente una primitiva elegimos una familia de
wavelets de banda limitada de propiedades especiales asociadas a un análisis de multirresolución. Des-
componemos y proyectamos el dato y mediante un esquema tipo Galerkin calculamos los coeficientes de
la incógnita en dicha base. El esquema de aproximación resulta simple y eficiente gracias a la regularidad
del operador y a las propiedades de la familia de wavelets elegida.
Mecánica Computacional Vol XXXV, págs. 2547-2557 (artículo completo)
Martín I. Idiart, Ana E. Scarabino y Mario A. Storti (Eds.)
La Plata, 7-10 Noviembre 2017
Copyright © 2017 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar
1. INTRODUCIÓN
El cálculo fraccionario comprende operadores diferenciales e integrales de orden arbitrario,
no necesariamente natural, generalmente representados por operadores integrales con núcleos
con distinto nivel de suavidad. Si bien el origen del cálculo fraccionario puede encontrarse en
trabajos de Laplace, Liouville, Fourier, Abel, Riemann entre otros, en las últimas décadas el
interés por este tipo de operadores se ha extenido ya que modelos presentes en diferentes disci-
plinas han sido expresados mediante este tipo de operadores: problemas de difusión, hidraúli-
ca, teoría de potencial, electroquímica, viscoleasticidad y nanotecnología entre otros (Agrawal
(2004); Atangana y Cloot (2013); Crank (1979); Herrmann (2013); Odzijewicz et al. (2012);
Unser y Blu (2000)). Es sabido que la derivada de orden fraccionario de una función no goza de
la condición de localidad de la derivada estandar y, por el contrario, refleja el comportamiento
global de la función involucrada. En (Almeida y Torres (2010); Baleanu et al. (2017); Miller
y Ross (1993); Oldham y Spanier (2006)) pueden consultarse propiedades y características de
estos operadores. Algunos resultados teóricos referidos a ecuaciones diferenciales fraccionarias
figuran en (Diethelm y Ford (2002); Maitama y Abdullahi (2016); Podlubny (1991); Ye y Gao
(2007)).
A pesar de su creciente desarrollo, el cálculo analítico de estos operadores puede resultar muy
engorroso, por lo que resulta necesario desarrollar aproximaciones numéricas. Soluciones apro-
ximadas de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario figuran en (Atanackovic y Stankovic
(2008); Baleanu et al. (2017); Odibat y Momani (2008); Zhuang et al. (2009)).
Existen diferentes definiciones de estos operadores. Recientemente en (Caputo y Fabrizio (2015))
una nueva definición ha sido incorporada: la nueva derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio.
A ella nos referiremos en este trabjo. Esta nueva derivada fraccionaria no sólo resulta útil para
modelar sistemas físicos, sino que posee ventajas operacionales en cuanto al cálculo ya que
la integral involucrada no presenta singularidades. Se han publicado recientemente numerosas
aplicaciones de este nuevo operador fraccionario. En algunos trabajos se propone soluciones
causales de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario utilizando la transformada de Lapla-
ce (Caputo y Fabrizio (2015); Losada y Nieto (2015); Sheikh et al. (2017)). Al-Salti et al. (2016)
prueban la existencia de solución para algunos problemas de contorno para la ecuación fraccio-
naria del calor obteniendo en algunos casos, fórmulas explícitas. En (Dougmo Goufo (2017))
se analiza la ecuación de Korteweg-de Vries-Burgers utilizando esta derivada fraccionaria.
En este trabajo construimos una solución aproximada de la ecuación
Dα∗ f(x) = g(x) (1)
donde Dα∗ f es la nueva derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio de orden α ∈ (0, 1) (new
Caputo-Fabrizio fractional derivative), g es el dato y f es la función incógnita.
Entre las ventajas que presenta esta nueva definición frente a las derivadas de orden fraccionario
existentes, figura el hecho de que el núcleo del operador integral no contiene singularidades lo
cual facilita su cálculo efectivo.
Para calcular una solución de (1) adaptamos un esquema de aproximación desarrollado en (Tro-
parevsky et al. (2016)) para las ecuaciones asociadas a los operadores integrales que actúan
sobre la transformada de Fourier. Este mismo esquema fue implementado con éxito para el
cálculo de primitivas respecto de la derivada de Caputo clásica (Fabio y Troparevsky (2017)).
Primero expresamos la ecuación por medio de la transformada de Fourier. A continuación pro-
yectamos el dato en subespacios wavelet adecuados. Finalmente, mediante un esquema de tipo
Galerkin, calculamos los coeficientes de la función desconocida en la base wavelet elegida.
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El método propuesto es simple ya que a partir de los coeficientes wavelet del dato y una matriz
construida a partir de ecuaciones normales, calcula los coeficientes de la función incógnita en
cada nivel de resolución j. El error introducido en la aproximación puede controlarse ajustando
el cálculo de los elementos de la matriz y considerando una proyección truncada más precisa
del dato en los subespacios wavelet. Dado que la base wavelet elegida es de soporte compacto
en frecuencia y el núcleo del operador fraccionario no tiene singularidades, el esquema de apro-
ximación resulta eficiente y numéricamente estable. Como no trabajamos con la transformada
de Laplace, las soluciones propuestas no son necesariamente causales.
2. EL PROBLEMA
Denotamos por H1((a, b)), el espacio de SobolevW 1,2((a, b)) de funciones u : (a, b) → R,
tales que su derivada débil u′ = D1u está en L2((a, b)).
La nueva derivada de Caputo-Fabrizio (NDCF) de orden α > 0 de una f ∈ H1((a, b)), a < b
se define como (Caputo y Fabrizio (2015))
Dα∗ f(x) :=
M(α)
1− α
∫ x
a
f (n)(τ)e−
α(x−τ)
1−α dτ, n− 1 < α < n, n ∈ N (2)
dondeM(α) es una función normalizadora,M(0) = M(1) = 1 y a ∈ (−∞, x), (Baleanu et al.
(2017); Caputo y Fabrizio (2015)).
Para n = 1 y consecuentemente α ∈ (0, 1), llamando σ = 1−α
α
∈ (0,∞) y siendo N(σ) la
nueva función normalizadora correspondiente a σ, N(0) = N(∞) = 1, la NDCF se expresa
como
Dα∗ f(x) =
N(σ)
σ
∫ x
a
f ′(τ)e−
x−τ
σ dτ. (3)
Algunas propiedades de este operador pueden encontrarse en (Caputo y Fabrizio (2015)), como
por ejemplo
l´ım
α→1
Dα∗ f(x) = f
′(x), l´ım
α→0
Dα∗ f(x) = f(x)− f(a). (4)
Estas propiedades se ilustran en la Figura 1, considerando a = −∞ y la función de prueba
f(x) = e(−x
2/2)(sin(8πx) + sin(4πx)).
En este trabajo buscamos una primitiva f para una función g dada, considerando la NDCF con
a = −∞ y n = 1, resolvemos la ecuación
Dα∗ f(x) = g(x). (5)
Con este objetivo adecuamos el esquema de aproximación desarrollado en (Troparevsky et al.
(2016)) para las ecuaciones asociadas a los operadores integrales que actúan sobre la transfor-
mada de Fourier. Este mismo esquema ya ha sido adaptado e implementado con éxito para el
cálculo de primitivas respecto de la derivada de Caputo clásica (Fabio y Troparevsky (2017)).
El primer paso consiste en elegir una base wavelet adecuada. En la próxima sección explicamos
y justificamos la elección de la base.
3. LA BASE WAVELET
Elegimos una wavelet madre ψ ∈ S (clase de Schwartz), infinitamente oscilante, de decai-
miento rápido, bien localizada en tiempo y en frecuencia (Meyer (1990)). Su espectro |ψ̂(2−jω) |
está contenido en la banda bilateral
Ωj =
{
ω : 2j(π − β) ≤ |ω| ≤ 2j+1(π + β)
}
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Figura 1: Aplicación del operador Dα
∗
para α = 0,2 y 0,99
con 0 < β ≤ π/3. Si el parámetro β tiende a 0 la wavelet aproximará a la wavelet de Shannon
que resulta poco útil para las aplicaciones. En este caso elegimos β = π/7.
La familia {ψjk = 2
j/2 ψ(2jx − k), j, k ∈ Z }, resulta una base ortonormal (BON) de
L2(R), asociada a un análisis Multirresolución (MRA): una sucesión de subespacios Vj , (Wal-
nut (2002), Mallat (2009)) de manera que L2(R) =
⊕
j∈ ZWj =
⊕
j≥nWj + Vn, n ∈ Z.
En la Figura 2 se muestran ψ y el módulo de su transformada |ψ̂|.
Figura 2: La wavelet madre (arriba) y su transformada en módulo |ψ̂| para β = pi/7 y ω ≥ 0 (abajo)
Existe también φ ∈ V0 tal que {φ(x− k), k ∈ Z} es una BON de V0.
Denotamos porWj = span{ψjk, k ∈ Z} al espacio wavelet y VJ =
⊕
j<J Wj , es el subespacio
de escala. La familia {φJn = 2
J/2φ(2Jx− n), n ∈ Z} es una BON de VJ .
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Esta descomposición del espacio nos permite expresar cada función s ∈ L2(R) como
s(x) =
∑
j∈Z
Qjs(x) = PJs(x) +
∑
j≥J
Qjs(x) =
∑
n∈Z
〈s, φJn〉φJn(x) +
∑
j≥J
∑
k∈Z
〈f, ψjk〉ψjk(x)
para cualquier J , donde Qj(s) y Pj(s) son las proyecciones ortogonales de la señal s en Wj y
Vj , respectivamente. Observemos que el soporte de Q̂js(ω) está contenido en Ωj y el de P̂Js(ω)
en ∪j≤JΩj .
Las propiedades de ψ garantizan convergencia absoluta en cada Wj . El desarrollo de esta base
y los algoritmos de implementación basados en la FFT pueden consultarse en (Fabio y Serrano
(2015)).
Una vez que hemos elegido una base wavelet apropiada descomponemos, proyectamos y
truncamos el dato.
4. EL DATO
Sea g ∈ L2(R), g =
∑J
j=0 gj + r con ||r||2 < ǫ‖g‖2 ≃ 0, J ∈ N y gj =
∑
k∈Z cjkψjk ∈ Wj
donde cjk = 〈g, ψjk〉 son los coeficientes wavelet de g.
g˜j es la proyección truncada del dato enWj ,
g˜j(x) =
∑
k∈Kj
cjkψjk(x) (6)
donde Kj ⊂ Z, |Kj| = ηj <∞, satisface
∑
k/∈Kj
| 〈g, ψjk〉 |
2 < ǫ||gj||
2 y ǫ ≃ 0.
5. EL OPERADOR Dα∗
El próximo paso consiste en expresar el operador integral por medio de la transformada de
Fourier.
Sea κ la función causal definida por, κ = e−
α
1−α
x para x > 0, entonces
κ̂(ω) =
1
α
1−α
+ iw
(7)
y la ecuación (5) se escribe como
Dα∗ f(x) =
M(α)
1− α
(f ′ ∗ κ)(x) =
M(α)
2π(1− α)
∫
R
̂(f ′ ∗ κ)(ω)eiωxdω
=
M(α)
2π(1− α)
∫
R
f̂ ′(ω) κ̂(ω) eiωxdω.
Entonces
Dα∗ f(x) =
M(α)
1− α
1
2π
∫
R
f̂(ω)
iω
α
1−α
+ iw
eiωxdω. (8)
Podemos describir ahora la ecuación (5) por medio del siguiente operador integral actuando
sobre la transformda de Fourier de la incógnita f , Af = Dα∗ f
Af(x) =
M(α)
1− α
∫
R
f̂(ω)h(ω)eiωxdω (9)
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donde el núcleo h es
h(ω) =
1
2π
iω
α
1−α
+ iw
. (10)
Notemos que este núcleo es una función suave, que no depende de la variable x.
Finalmente la ecuación (5) se escribe como
Af(x) = g(x). (11)
6. LAS IMÁGENES DE LA BASE WAVELET
El paso siguiente consiste en calcular las derivadas de las funciones de la base wavelet elegida
considerando la NDCF definida a partir de (9).
Sea vjk = D
α
∗ψjk, entonces
vjk(x) =
M(α)
1− α
∫
R
ψ̂jk(ω)h(ω)e
iωxdω (12)
En la Figura 3 mostramos el gráfico de algunas de ellas, pudiéndose apreciar su similitud con
las wavelets.
Figura 3: Algunas vjk con α = 0,5
Más adelante observaremos que no es necesario el cálculo de estas funciones vjk ya que en el
esquema de aproximación sólo utilizaremos 〈vjl, ψjm〉.
Consideraremos que para Jmin ≤ j ≤ Jmax, A(Wj) ∼= Wj . Si este no fuera el caso reemplaza-
mosWj por una unión adecuada de subespacios wavelets.
7. EL ESQUEMA DE APROXIMACIÓN
Si la función a determinar es
f(x) =
∑
j∈Z
∑
k∈Z
bjkψjk(x), (13)
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en cada nivel Jmin ≤ j ≤ Jmax nos restringimos a Kj y obtenemos f˜j =
∑
k∈Kj
bjkψjk (ver
(6)), de donde
Af˜j(x) =
∑
k∈Kj
bjkvjk(x). (14)
A partir de las consideraciones realizadas acerca de la base elegida y las propiedades del ope-
rador A, proponemos Af˜j ∼= g˜j , es decir,∑
k∈Kj
bjkvjk(x) ∼=
∑
k′∈Kj
cj′k′ψj′k′(x) (15)
El vector de coeficientes de f , bjk = {bjk}k∈Kj puede calcularse a partir de las ecuaciones〈∑
l∈Kj
bjlvjl, ψjm
〉
=
∑
l∈Kj
bjl 〈vjl, ψjm〉 = cjm, m ∈ Kj, (16)
es decir,
M jbjk = c
j
k, k ∈ Kj (17)
dondeM j ∈ Rηj × Rηj es la matriz que contiene los productos
M jlm = 〈vjl, ψjm〉 . (18)
Las propiedades de la base wavelet y del operador nos permite asegurar que en cada nivel j,
M j es una matriz inversible, de modo que el vector bjk de coeficientes de la función incógnita
f puede ser calculado.
Por último, considerando para cada Jmin ≤ j ≤ Jmax, f˜j =
∑
k∈Kj
bjkψjk, construimos una
primitiva aproximada de g:
f˜(x) =
Jmax∑
j=Jmin
f˜j(x).
Remarcamos que la matriz del sistema depende solamente del núcleo y de la base elegida por
lo que puede calcularse previamente. Además, la exactitud de la aproximación puede mejorarse
reduciendo los errores que se introducen en el cálculo de (18) y en la descomposición del dato.
8. EJEMPLO NUMÉRICO
A modo de ilustración consideramos el núcleo de la ecuación (10) con α = 0,5 y la super-
posición de armónicas
f(x) = w1 cos(35x) + w2 cos(25x) + w3 sin(2πx),
donde las wi son ventanas suaves de distintos rangos. Las imágenes de f según la aplicación
de los operadores NDCF y el clásico DCF, de núcleo singular, se exhiben en la Figura 4. Para
ambos casos α = 0,5.
El análisis wavelet de g = D0,5∗ f , y de f , indica que los niveles j = 0, 1, 2 y 3 son los de
energía significativa, tal como se muestra en la Tabla 1. En la Figura 5 mostramos algunas de
las matrices diagonal dominante utilizadas en este ejemplo:M0 yM3.
Finalmente el error cuadrático de aproximación resulta del orden de 10−6. En la Figura 6 se
puede ver la suma de las reconstrucciones de las componentes
∑3
j=0 f˜j , es decir una primitiva
aproximada y el error cuadrático involucrado.
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Figura 4: La función f y sus imágenes según el operador D0,5 y D0,5∗ respectivamente
nivel j energía de g energía de f frecuencias
4 0.0000 0.0000 [50.2, 100.5 ]
|3 0.3371 0.3397 [25.1, 50.2 ]
2 0.1949 0.1864 [12.5, 25.1]
1 0.4651 0.4482 [6.28, 12.5]
0 0.0088 0.0198 [3.14, 6.28]
-1 0.0000 0.0000 [1.57, 3.14]
Tabla 1: Distribución de energías
Figura 5: Matrices diagonal dominanteM0 yM3
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Figura 6: La primitiva f (azul) vs su aproximación
∑
3
j=0 f˜j (rojo) (arriba) y el error cuadrático (abajo)
9. CONCLUSIONES
En este trabajo hemos propuesto un método para el cálculo de una primitiva de una función
dada, considerando la nueva derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio. Con tal objetivo elegi-
mos una familia de wavelets de banda limitada de propiedades especiales asociadas a un análisis
de multirresolución. Descomponemos y proyectamos el dato en dicha base y mediante un es-
quema tipo Galerkin calculamos los coeficientes de la incógnita inviertiendo una matriz que
resulta diagonal dominante. El error introducido en la aproximación puede controlarse ajustan-
do el cálculo de los elementos de la matriz y considerando una proyección truncada más precisa
del dato en los subespacios wavelet. Propiedades de la base y del operador garantizan que el
esquema de aproximación resultante sea simple, eficiente, numéricamente estable.
En futuros trabajos pretendemos implementar este método en la resolución de ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias presentes en distintas aplicaciones y comparar su desempeño frente a
métodos de aproximación existentes para algunas ecuaciones particulares basados en la trans-
formada de Laplace.
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